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回帰係 数 の推 定 につい て(皿)
竹 内 清
=L
(1)
今 回はZ.Hellwigの2点法に よる回帰係数の推定 の問題 を中心 として筆
者 独 自の展 開を試み ることにす る。
Hellwigによると,2点 法に よる回帰係数の推定 は,つ ぎの よ うに行なわ
.れる。
確率変数Xお よびYに 関す る2次 元 の母集 団を考え,確 率変数(X,Y)の
1組の値(x,y)は,こ の母集 団の各項 に対応す るもの とす る。 母集 団の回
帰 線は 直線 と想定 され る。すなわ ち,'
ニソ.=α2、x+β20(1)
お よび
κ富oピ、2ニソ+β10(2)
一た だ し,α2、,α、2,β2。お よび β,。は母集団の回帰定数。 この母集団か ら大き
さnの 無作 為標本が抽 出され る。す なわ ち,(Xi,ツt)(i--1,2,…,n)がえ
られ る。 ここで標本平均
}一⊥ 圭鈎
%i■1
111
ラニ㌃ 嵩 鈎
が 計算 され る。 ここで,こ の標 本を,第1の グループと して,1よ り大 き く
な い横 座標xを もった点の グルー プを構成 し,第2の グルー プと しては,そ
(1)Z・Hellwig,五伽 θα71～e8resionandits/lp妙Iication'oEconomics,1963.
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れ 以 外 の 点 の グ ル ー プ とす る 。 第2の グ ル ー プに π2個の 点 が あ る とす る と,.
第1の グ ル ー プ の 点 はn-n2・=n、個 で あ る。 か く して
x,==・x【x≦1,
Yi=・Yix≦1,
(3)
x,-Xlx>1,
Y,-ylx>1
つ ぎ の 統 計 量 が 計 算 され る 。
名一六 Σ荊・ 屍一毒 Σ物
ラ、-1Σy1,ラ2-■ 一Σy,
n2π 一%2
ついで
死、 ラ、ll
x2Y21=O
xツ1
と い う定 理 を 媒 介 と して,3つ の 点Cx、,夕1),(x2・Y2),(1,のが 一 直 線 上
に あ る こ とが 導 か れ,パ ラ メ ー タ ー α2・の 推 定 値 と して,こ の 直 線 の 傾 斜 を
と るわ け で あ る 。 そ こで そ れ は つ ぎの3つ の 公 式 の うち の 任 意 の1つ に よ ウ
て 表 わ さ れ る こ と に な る 。
a、_望2-≧(5)X2-X
a21=2一 筆一(6)x-Xl
α21=ニソ2一 こYl(7)
X2-Xl
ま た パ ラ メ ー タ ・ーβ2・の 推 定 値 と して は,つ ぎ の3つ の も の の 任 意 の1つ ・
に よ っ て 表 わ され る 。
わ、。一夕、-a2、1、(8)
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b2。-y、-a2、X、
わ2。一 ツーa2、ガ
パ ラ メ ー タ ー α・2およ び β・・に は ,同 様 に して 求 め られ るσ
つ い で 彼 は,1上 掲 書 で は 証 明 な しに,
ぐ　ラ
を,定 理 と して,つ ぎの も の を 与 え て い る。
定 理1
わ ち,
Pr(匝 、一α、、1>ε}→O
n→oO
(9)
⑩
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以上の2点 法 に よる推定値 の性質
「回帰係数a2iは母集 団の 回帰係数 α2、の一致 推定量 で あ る。す な
⑪ 」
定 理2「 回 帰 係 数 α2・は 母 回 帰 係 数 α2、の 不 偏 推 定 量 で あ る 。 す な わ ち.
E(α2、)==α2、 ⑫ 」
つ い で2点 法 に よ る 回 帰 係 数 の 推 定 量 の 有 効 性 を み る た め に,つ ぎ の 定 理
を 与 え て い る 。
定 理5「
e(a2・P[X、=・za、,…,Xn==・Un)
一 護器 ≧9/1-・π毒1⑬
た だ し
a2、,一最 小 二 乗 法 に よ る 回 帰 係 数 の 推 定 量
α21p・=2点法 に よ る 回 帰 係 数 の 推 定 量
V(a、、,)=-V(2、,ix、=:al,…,X。"・Un)
V(a21P)=・V(a、、plκ、・・'Ul,…,X。・"Zhv)
鉱一ノ÷Σ(%一示 ゐ一÷Σ 圃
u・,u2・… …,晦 は 一 定 の 定 数 。 」
(2)こ れ ら の 定 理 の 証 明 は,
Z・Hellwig,"PVPtenaczαnieParametr6ω7θ87θ5ガ∫inioωOjmetodαaw6ch
Punkt6w'"ZastosocuaniaMatematyhi,vol,3,1956..
に 与 え られ て い る と,上 掲 書 に は 述 べ て あ る が,筆 者 は 未 見 。 筆 者 独 自 の 証 明 と
展 開 を 以 下 で 述 べ る 。
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つ いで%→ 。。の場合の漸近性については,⑬ 式 の右辺に スル ッキーの定 理
くヨラ
を 応用 して,eが 確率 的に.D。2/a。2に収敏す ることを述べてい る。ただ し
玩一∫「一醐(〃)幅 ・一∫覧κ一醐(肋
一 ◎o-◎o
も し母集 団が正規型 であれ ば,eは2/π に確率的に収敏 し,ま た確率変数
xがN(μ.,σ。2)であれぽ,μ。の推定量 としての メデ ィア ソの有効性は 同 じ
く2/πに 等 しい ことを与 えてい る。 さ らに
定 理4「 確率変数
a21-rx21
aDヅ!y(a、、)
は,n→ 。。の ときN(0.1)に 近づ く」
以下 これ らの論点を中心 と して,筆 者独 自の展開す ることに しよ う。
2
さて前節 の定理2で 与え られ た,2点 法に よる回帰係数の推定量a21がα2
ユ
の 不偏推定量であ ることを,わ れわれ の前 回の問題 と対応 して,(X,Y)が
くの
つ ぎの ような2変 量正規分布で与え られ る場合を出発点として考察 しよう。
f(x・y)-2π砺σ添 吻 〔一を1一ρ万{学)2一
一巫 仁 麟 γ一絢)+(ツー μ〃
σ〃)1〕
まず α・、の不 偏性を検討 しよ う。前 回の結果か らして
E(ylx)-iez・+ρ{珍(x-ILZr.)
したが って
⑮
?
㈲ ここで彼 は単 に 「スル ッキ ーの定 理 を応 用 して ……」 と言 ってい るだけで あ る
が,こ こで指 してい るスル ッキ ーの定理 とは,前 回脚 注(4)でふれ た,ス ル ッキー
の論 文 の中で展開 され てい る統計的 漸近性に 関す る定 理 と考 え られ る。
く4)ここで は前節(7)式を利 用す ることにす る。
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σ 〃
a21=ρ=一}
σ謁
これ か ら
E(α、、1x)・=α,、
を 証 明す る に は
ay
E(a21【x)=ρ
σ劣
を導出すればよい ことになる。ところで κを確定変数 と考えると◎
E(舞≡1圭1の篤 哉E(隔i〃)
一諏 傾1の 一E(Y・lx)}
ところで
E(夕・lx)・毒 ΣE(y・1x)
E(y,lx)一∫㌃(ylx)ay
-oo
-∫繍
1ヲ 砂 〔11脳 一ρ舞(・一μ・21・6vPU/1一ρ2)}〕
-oo
上式において
%一 μジ ρ壽(勉一μ。)
=≠
σ"γ1一ρ2
塗 お く と
の 一σ〃/レ ρ・∫
で あ る か ら
_21二
⑰
⑱
⑲
⑳
⑳
の ㈱
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卿 一評 γ1-一 ρ匙(X2_)}ん
一 〇〇
一瀕 ㍉γ1-〆論+竺+嚢 一Pt・・)艦 t
-◎o-◎ ロ
ーμ・+ρ毎(一)㈱
したがって
E(ラ・レ)一毒 ΣE(繭 一μ〃+ρ舞(隔)⑳
同様にして
E(ラ・lx)-tΣE(y・lx)一μ・+ρ舞(・・一一Pt・)㈱
したがって
E麟 の 一∴ 〔{μ・+ρ亀幅)}十 ρ藁 一陶)}〕
一 ρ寄 一 α・・ 〔26)
よってa2、が α2、の不偏推定量で あ ることが証 明された。
以上 の結果は,(x,ツ)が2変 量 正規分布 を して いない 場合で も,つ ぎの
よ うに して 求め られ るので あろ う。
E(舞≡妾 の 一誌1{E(鯛 一E(5」ilx)}(27)
ところで
1
ΣE(ツ21x)〔28)Eσ,1の一 一
n2
しかるに
E(Pγ21x)=α2、κ2+β20(29)
∴E(夕 ・lx)==-i
2Σ(α ・・x2+β・・)==α・・i・+β・・(30}
回帰 係 数 の推 定 につ い て(R)(竹 内)-23一
洞 様 に し て ・
E(夕、ix)==α2、ii+β2。 ⑱1)
∴E瞬 の 噛{(α21死2+β20)一(α…i+β・・)1・=α21GZ
し た が っ て,a2・一(Y2'-Yi)/(12-li)1まα21の不 偏 推 定 量 で あ る 。
つ ぎ に α2・の 分 散02(a21)を求 め よ う 。
σ・(…)一σ・鶴 の
一
(1×2-Xl)…(酬の
一
(諏,…易)イ ・・(y・IX)+σ・(夕・IX)}㈱
乏 こ ろ で
。・σ 、IX)=.⊥ 。・(),、1。)・ ㈲
n2
.ところで
・・(y・1x)-1%・-E帥)}・f(ylx)の
一〇Q
-∫㌧・f(ylx)ay-E(y・[・)・
-OQ
-1》細 肋 一{μ"+ρ亀(物一μz)}2㈲
一 ◎o
∫㌻・κツ1肋
一◎◎
〒∫}画 ㌻訓 一去{　μ詫1　 )}・)ay⑱a
-QQ
γ・一μrρ 匙(・・一μの
一='
ayV1一 ρ2
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とお くと
鰍 ツ勝 ～悔(1一酷 デ塩
一 〇〇-oo
+q絢+ρ驚幅)}職 ・㌔
一〇〇
==ay2(1-P2)+{卿嘉(岡}2
㈲ 式 と ⑳ 式 か ら
σ2(Y21x)=Ov2(1-一ρ2)
し た が っ て
。・(ly,IX)-al'2(1一ρ2≧
%2
同 様 に し て
σ・(夕・lx)...9LZ・2(1一ρ2)
nl
eg式と⑳式の結果を㈱式へ代入して
a2(cz・・1x)一審 三1?(÷+毒)
これ が,求 め るa2・の 分 散 とな る 。
3
⑳
劔
⑱9
⑳
ω
つぎに第1節 の定理5の ⑬式に対応す る関係をわれわれの場合について求
めておこう。回帰係数 α2・の最小二乗推定量は
♂(a21C)一寵 等)ゆ
したが って,2点 法に よる回帰係数の推定量a21Pの効率 は,次 式 で与え ら沈
るであろ う。
回帰係数 の推定 につ いて(ll)(竹 内)-25-
・(α21・iの一葺;1器
一瑠2/㍗ 絆(11 十nln2)
一(死2充鐸2色(43
上式の右辺の分子に関 してはつぎのような関係が導かれ るであろ う。
すなわち
佳 Σ 圃}2… 〔1{Σ(fl-一一Xi)+x(x・一・)}〕2ヨ
ー詞 廟1)+n・(・ ・-1)}2
一毒{η・(塑 磨 一廟)+n・(nx2-ntXl-n2躍2)}2
-#{璽 換一盆+%・ π・α・一死・
nn)}2
-4騨 幅)・ ⑭
ところでn>(n-一1)であ り,か つ
÷ 舞 蝦2『(4s
∴ 響2幅)・ ≧箏 α・一・・)・〉{÷Σ 圃}2(n-1)Q㊦
.した が って
・(・…lx)一葺;ξ器
(X2mX1)2n、n,/n一 Σ(
x--1)2
{÷Σ1κ 一・[}2@-1)〉 Σσ_あ・
一餐 ・z!il'、(・1
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よって第1節 の定理5が 証 明され た。た だ し不等号 の場合 だけが成立す る。
へ
ところで,す でにふれ たスル ッキーの定理を上式の右辺に適用す ると,eは
確率的にD。2/σノ に収敏す ることがつ ぎのよ うに して証 明され る。ただ し
D・一 ∫nx-・ez・lf・(x)ax
-OQ
adi2-=sco(x-Ptx)rfi(x)ax
-QO
もとの母集団がわれわれの想定 してい る ような2変 量正規 分布をす る とき
は,つ ぎの結果がえ られ う。
ね
1x-ptxlfi(x)ax
-QO
=(μ
露一の 五(x)ぬx十
一。。 μ
錫
μ砂 μ詔 μ労
(μ頷一x)fi(x)4x==Ptx/i(x)dx-xfi(x)dx
-oo-co噛 ◎o
μ露 σ¢=="'2""『「 万 計 一ガ=Ti
同 様 に して
　 む　
刃～α)伽一 μ議(の伽
μxμxμ ガ
μオ σ男=
v2Tn+一'2-一ラ 『=弼
「x-Pt・lfi(肋一缶+缶 一傷
一 ◎e
し た が っ て
σ2(α、、P)a。2一 γ'莇
π→ ンコ
2
π
Dx-l
l∫..(x'-ptx)f、(・)ax
l∫1
()
∫..α一Pt。)fi(肋一ll
()
∴軌 一∫
・(伽1の一丞 璽 一D・2()2/ 。。2
⑱
⑲
?
?
?
?
働
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よ って第1節 の定 理5の 後 で述べ られ た結果 が証 明された。
つ ぎにa2・が α21の一致推定 量であ ることを証 明 しよ う。
ε>0が与え られた もの と しよ う。チ ェビシェフの不 等式か ら
Pr(1…a・1<・)》1一畿 識(毒+毒)
上式右辺において
畿 顎(÷+±)≦ギ 誤1}孟
n・n2は,n>4に お い て,vat=t1のと き
?Z〈.nln2
した が っ てn>4でn・it1の と き
nく1
nl%2
∴nin2==h(n、n・t)n
働
㈲
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.h(n,nt)は,nおよびn`に 依 存 す る定 数 で,ん@,nD>1。k(n,nt)は,
」n2-n・1の一 定 値 に 対 して,nが 大 き くな る に つ れ て 増 大 し確 率 的 に
limh(n,ni)→◎◎ ㈲
73→◎◎
ILたがって
蔑矧(11十一nln2)≦調:i禧 圃r働
また
1吻傷Σ圃}し2ギ69
%→co
ヤで あ るか ら,π→◎◎ とき
1-{矯零(11十nln2)-160
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∴limP,(la2・ ・一 α、、1<ε)→1励
処→co
したがってa21はα2、の一致推定 量であ ることが証 明され た。
4
つ ぎに σ2(a、、lx)の観測値 をそれぞれの期待値でお きか えた結果をみてみ
よ う。
(X2-Xl)2=S{E(1、)-E(1、)}2
と こ ろ で
E(・・)・∫OO.f,(x)ax
傷
一1㌦該
σ鋼{一 ÷(κ一μ"σ")2]du
傷
κ一 μ錫
='
σ鎧
とお くと
伽=σ露協
であ るか ら
∫㌃ω伽一∫、 ∫橘)か 一㌔
侮0
一器+牛
同様にして
E⑦ 一(σ 露 μ錫ffn+2)
∴(・一死1)・Z{Eα・)一珊}2・4(器+乎)2
つ ぎに
E(n2)一弔(肋 一号
μx
働
⑬
69
?
?
?
?
?
6か
同様に して
E(nl)灯
2
したが って
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σ・(a21)一互ゴ('一〆) ・傷+号)
4(γゴ詰+勿
68
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av2(1一 ρ2) 、一(
器+牛)㌦ ㈲
ところで,最 小二乗法に よった回帰係数の推定量a21cを同様に展 開す ると
a2(a21c)一寒 ≒1)級碧 譲 ⑳
・こ の よ うな 観 点 か ら,σ2(a2・p)に対 す る σ2(a2、,)の比 に よ っ て σ2(α2、p)の有
効 性 を み る と,つ ぎ の よ うに な る 。
嚇 無(σ 。2@-1)
ゾ絵+牛)㌦ ⑳
Ox2
(器+」穿)2㈱
5
つぎに2点 法による回帰係数の推定量を用いて,母 回帰係数 β一ρav/σ。に
潤す る検定および信頼限界の設定についての問題を中心に考察することにし
よ う。2変 量(x,Y)に関す る仮定は第1節 に与え られた通 りとす る。
すでに導いたよ うに,2点 法による回帰係数の推定量bは
E(わ)=β一 ρ一互σx
♂(δ)一騰 罪(÷+毒)
nay2(1・一一ρ2)
耀2(X2-Xl)2
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な る正規分布 をす る。 したが って
(わ一β)/σ(δ)一ノ勢 藩(わ 一β)㈲
は,規 準正規分布N(0,1)を す ることに なる。 もしayお よび ρが既知 の・
場合 は,上 式に よって母 回帰係数 βに関す る検定 お よび信頼限界を設定す る
ことがで きる。
ところで,砺 お よび ρは,一一般には未 知であ る。 もし標本 の大 きさ ηが
大 きい ときは,ayをSyで,ま た ρをrで お きか え る ことに よ り,
摩 轟 豊(わ一β)⑭
を構成 す ると,こ れは近似的に規 準正規分布N(0,1)を す る ことが導かれ
る。
しか し,も し標本 の大 きさ πが小 さい ときは,上 の統計量 をそ のまま使 う
ことは危 険であろ う。本節は,こ の よ うな問題を解 明す る ことに主 眼がおか
れ る。
さて簡単化のために,確 定変数 と考え られ るxに 関 してXx-oと 仮定 し
て も議論 の本質には変 りがないであろ う。 これは 多の原点を移動す る ことに
よって可能であ る。 したが って 死一〇 とな るので,0を 基準に してxの 級分
け を考 えれば よい ことにな る。
y・,…,Ynは,それぞれN(α+βx、,σy2(1一ρ2)),…,N(α+βXn,σy2(1-・
ρ2))にしたが って独立に分布 してい る。 ところで
2`一ツ6一α一βXt(7$
と変 換す ると,こ れはN(0,ay2(1一ρ2))とな ることは容易に分 るであろ う。
前 節 までの結果 を考慮 しなが ら,つ ぎの よ うな直交変 換を用 い ることに し
　ら　
よ う。
㈲ 直 交 変 換 に 関 す る 議 論 に つ い て は,た とえ は
H.W.Alexander,ElementsofMathematicalStatistics,1961,section39,
41,51,52,53,54,55参 照 。
回帰 係数 の推定 につ いて(ll)(竹 内)-31-・
い ま(x,y)がn対 無 作 為 に 抽 出 され,N(こ こで の 場 合 彫一〇)を 基 準 と
し てxは,す で に み た よ うにX、 とX,の2組 に 分 類 され た も の と し よ う。
と ころ で,X・ に はn、 個,X2に はn2個 が 入 る も の とす る 。vatljOからnま
での値をとりうるで あちうか ら,あ らゆる組合せを 考慮 すれば よいであろ
う。 こ こではそれぞれn・とn2と して議論を展 開す ることにす る。
筋 一 ゾ 漏(n、92、+…+n192n2-n2e11`一 …-n2ein1)
-v㍍ 櫓 伽 一α一β融 隻!鈎・一α一β・,')}
一γ漏{幅 う)一 晒 β幅)}
イ"寄{(Y2-:γi)β幅 }
イ 蟹 呂幅)(わ 一β)㈹
炉 毒(921十Z22十… 22m十2n十…十9in1)
=ゾ π(α一α)㈹
ただ し,α=ツ
1
晩=レ7コ(X
、-1,)2+Σ(夙一2、)・1∬
ts(X2'X2)92+Σα 、-ii)9、!
/=停 の1+孤=謡 〔x(x・一一・・)(Y2-Y2)+x(x・一一1・)
(γ、-5・且)一β{.Σ7(窯2一刃2)2+.2Y(X、-1、)2}〕
=,t-ill(s'x〃一 β(∫㌔)2)
5x ㈱
(6)
ただし
　　
(6)Σ(κ2i--22)2を簡 単 化 の た め,Σ(x2-hi2)2と書 く。 他 も同 様 。
iwl
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(S'。)・-E(X・一一1・な Σ(X・一一1・)2
S'。V一Σ(X,-1・)(γ1-ii)去ぎ(X・-1・)(Y2一夕・)
u4==2S'a42tz2t+Sa"`z、,
Zin・=・is'an2tini十EanltXij
?》
?
?
?
?
(8D
u4からeqま での右 辺の係数aは,直 交変 換を与え るよ うに選ばれ た もの
とす る。
eiはN(0,σy2(1一ρ2))にしたが って 独立に 分布す る ので,Utも 同様に
N(0,σv2(1一ρ2))にしたが って独立に分布す ることが容易に導かれ る。
以上の結果か ら
わイ 轟 て轟)+β ⑱2
・一轟+α ⑬
は,そ れ ぞ れN(β,naッ2(1一ρ2)/n、n2(1,一一1、)2)およ びN(α,σy2(1一ρ2)/n)
に した が っ て 独 立 に 分 布 す る こ とが 導 か れ る 。 ま た これ らは(U42+…+Un2)
1σy2(1一ρ2)とは そ れ ぞ れ 独 立 に 分 布 す る 。 と こ ろ で(u42+…+Un2)/σノ
(1-〆)は 自 由 度@-3)のZ2分 布 を す る こ とは 容 易 に 分 る で あ ろ う。 と
こ ろ で
る ゐ 　
W・ ・Xors2-2;zj-za12-U22-U32
i聰1f"1
=・X(ツー α一 βX)2-n(・-a)2一 η謬2(・ ・一・li},)2(b一β)2
一祷 謳 一鰐}2en
ところで,こ の結果はつ ぎのような簡単な形のものになる。す なわち
一η艸 「鹸 銑)・}㈲
この形は,通 常の回帰直線におけ る誤差の変動に類似の ものとなる。すな
回帰係数の推定について(皿)(竹 内) 一33一
わち,
kigッt-a--bxi)2==nsy2(Sx2y1-Sx2S・y2)
-nSy2(1-r2)㈱
こ の 自 由 度 は(n--2)で あ るが,わ れ わ れ の 上 の 結 果 は 自 由 度 が(n-3)と
な っ て い る こ と に 注 意 。
さ て ω は αお よびbと は 独 立 に 自 由度 が@-3)のX2分 布 を し,
》 万(a--a.)/σジ〆fヲ お よ び γ〆砺(あ 一死1)(b一β)勉 殉r〆1マ は そ れ ぞ れ
N(0,1)で あ るか ら,
',・':neT(ftt.tt,)/薫蕎7
@。
イ 万⑭網α)〃
ちイ 勢
_ω
@-3)
(X2-Xl)(わ一 β)
Oyγ!1一 ρ2 /毒(聲 一ρ・)/@-3)
イ 準 偏)@β)/振 望の 幽
はそれ ぞれ,自 由度が@-3)のt分 布 をす る ことにな る。 した が ってt・お
よび 診・なる統計量を用 いて,そ れ ぞれ αお よび βの検定,な らびに信頼限
界 の設定が可能 とな る。ただ し,推 定 量そ の ものに比べて計算は若 干複 雑な
ものに なる ことは否 めない。
(1964年2月9日)
(後記:印刷の便宜を考え,今 回は前回とは記号の使い方が若干異なっている。)
